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半空間で定義された調和関数の（理想）境界値
高　城　　彰　吾
1．n次元Euclid空間Rh上のSchwartzの分布（distribution）T∈D’（Rh）
が．　「上半空間jR7’t＝RnX（0，→・。。）で定義された調和関数
T（・・y）・・一（x・X2・．…・・n）∈Rh，y＞0のある種の境界値で
ある事はLiu　［1］に述べられている：
　　R摯“iのPoisson核をPy（x）とする。即ち
　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　y
　　　　　　　　　　Py　（x）＝　　　　一一＿丁一
　　　　　　　　　　　　　　　　　ω。　　（lxl2＋y2）2　，
ここでω。はR’t＋tにおける単位球面の面積の％であり，ガンマ関数により
　　　　　　　　　　　　　　　　馳　　　　　　　　　　　　　　　　π　a
　　　　　　　　　　　ωh　＝
　　　　　　　　　　　　　　　r（半プ
と表わされる。またlx’i2＝xi2＋x2t＋…＋x。2である。T∈…D’（Rn）に
対し，その台（support）がコンパクトの場合，
　　　　　　　　　　　T（x．y）＝〈T｛t），Py（x－t）〉
とおき，TのPoisson積分とよぶ。　Tの台がコンパクトでない場合は，1の分解
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ooを用いて台のコンパクトな分布の局所有限和T　＝＝ΣTAに分解する。各Tnに対
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ‘t
し適当な半径で中心が原点の閉球においてT4（x．　y）を調和な多項式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ooHA（x，　y）で近似することにより，級数Σ｛Ta（x，　y）－H2－ix，　y）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ一1
がRh“t－suppTに於いせ広tt　一様収束するようにできる。この和を
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T（x，y）とおく。各y＞0に対して，　T（x，　y）をRxh上の分布と考え
てy→＋0とするとD’（Rn》においてT（x，　y）はTに収束する。その意味
でTはT（x．y）の境界値と考えられる、というものである。
例1　　デルタ関数（Dira’c測度）δ（x）のPoisson積分はP，（x）で
　　　　ある。
例2　　n＝2とする。x且軸上の区間〔a，　b〕上の線分要素をσとおく。
　　　そのPoisson積分は簡単な置換積分によって求められる。
・・xl・・・…一
C≒∫：，（．1．，、毛．。2、＋，、，｝・・
∴。÷｛Xl≡…一≒．，一壽ド1勘、，｝
例3　例2においてa→一。。，b→＋。。とすると，σ（X1，x2vy）は広
　　　義一様収東し，極限はx1軸上の1次元Lebesgue測度のPoisson積分
　　　である。これはn＝1のときのδ（x》のPoisson積分と一致する。
　より一般に上半空間で定義された調和関数の（理想）境界値の空間を構成した
い。当然それはD’（Rn）を含む。
2．上半空聞R　7．’　’で定義された調和関数のなす線型空間をH（R野りと書く。
　その元h（x，y），x∈Rn，y＞0のうちで，　h（x，0）＝0として
　y≧0まで連続に延長される関数の全体をH。（R9硯）と書く。部分線型空間
　H。（R撃゜1）によるH（R　？．◆うの商空間をBH（Rn》で表わす：
　　　　　　　　BH（Rh）＝H（R撃や1）／Ho（R？．°1）．
　h（x．y）∈H（R？’　1）を含む同値類をRxh上の対象と考え，　f（x）＝
　［h（x，y）］で表わす。h（x，　y）をf（x》の1つの定義関数といい，
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f（x》はh（x，y）によって定義されるという。すぐ後に述べる様にこれ
はh（x，y》のx＝0における理想化された境界値である。
　f（X）の偏導関数は，その定義関数の偏導関数によって定義される。
明らかにこの定義は定義関数のとり方に依存しない。
　分布Tを，前出のT（x，y》の属する同値類〔Tlx，y）］と同一視す
る事により，微分演算を含めて線型空間D’（Rn）はBH（R．n）に埋め込ま
れる。
例4　例2に挙げたaの偏導関数（∂／∂xゆaを計算すると，
・ll－］，’　a－［s2ga・一・］
　　　　　一［…XI－・・…　・一　P・…一…2・］
　　　　＝δ（x，－a，x、）一δ（XI－b，　x、）
という予期されそうな結果を得る。
　　f（x）＝［h（x，y》］とするとき，パラメータu＞0に対して
9
　hu（x）＝h（x，u）をBH（R“）の元と考えると，これは（x，　y）の調和
　関数h（x，u＋y），によって定義される。　u→＋0のとき，　（x，　y》に関
　し広義一撤にh（x，u＋y）→h（x，　y》であり，即ちhu（x）の定義関
　数はf（x）の定義関数に収束する。仮に定義関数の列の広義一様収束によっ
　て収束を考えれば，その意味でf（x｝はhu’（x）＝h（x，　u）のu→＋0
　のときの極限，従ってh（x，y）のy＝0における境界憤と考えられる。こ
　の稿では以後f（x）をh（x，y）によって定義されるRh上の境界値とよぷ。
Rxhの開集合Gの各点においてh（x，　y）の（ふつうの）境界値が存在し，
0であるとする。このようなGのうち最大のもの（すべての合併）のRxbに関
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する補集合をf（x）＝［h（若．y）］の台（support）と呼びsupp　fと書く。
歪対称，即ち新たにy＜0に対しては値を一h（x，－y）と定義すること1
により，h（x。　y）はR”ri－suppfまで調和関数として延長される事に
注意する。
　可算無限個の境界値fa　（x），λ＝1，2，3…の台が局所有限一Rn
のコンパクト集合は高々有限個のsupp　f　Xiと交わる一のとき，これらの和
oo
Σfa（x）を考える事ができる。実際各fa・（x）の定義関数hA（x，y）
λ鱒l
　　　　QOを．級数ΣhA（x，　y）がRe’tにおいて広義一様収束するようにとればよ
　　　　λ弓1
い。それはha　（x．y）を延艮したものをH。　（R？’1）に属する多項式で近
似することにより容易である。
例5　｛ai｝をaA＞0，axtOである数列とし，c1＝＝（aat，0＿，6）
としてR“の点列｛ca｝を考える。P，（x－ch・）はR”’t－caで調和，
　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
（lxl2＋y2）2→。。のとき0に収束する。R““1において原点0を中心と
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●する単位球面Σsに関するP，（x－ca）のKetvin変換をひa（x，y）
とおくと，これは原点が除去可能特異点であるため，cx°　（caのΣtに関
する反転）を除いて調和である。lc1’1→。。（λ一→◎o）であることから，翻
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　和な多項式HA（x，y）を適当にとって，級数Σ｛ひa（x，y）－Ha（x，　Y）｝が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A°1
R”“t－｛ca°la＝1，2，3，…｝において広義一様収束するようにで
きる。Ha（x．y）の£1に関するKelvin変換をHA’（x，y》とおくと，これ
　　　　　　　　　　　　　　　　　ooは原点を除いて調和であり，しかも級数£｛P，（x－cP－Hズ（x．y）｝はRh・t
　　　　　　　　　　　　　　　　λ’■
一｛cala＝1．2，3．…｝において広義一樽収束し．調和である。この
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棚和関数によって定義される境界値は，Rnの「右半分」　｛xlx，＞0｝に
　　　oo
おいてΣδ（x－ca）に一一致すると考えられる。
　　λ゜1
例6　Daを、xに関する任意の定係数微分作用素とする。例5のP，（x－cA）
のかわりにDaPv（x－ca）を用いて，同様の方法で境界値が考えられる。
3．合成積（convolution）について調べる。2つの境界値f（x）＝［ht（x’，　y）］，
　g（x）＝［h3　（x、　y）］に対しその合成積f＊g（x）を考えたい。如
　何に定義するかと同時に，f（x），g（x）にどのような条件が要請される
　かもあわせて考えていく。
　　2つの分布S．T∈D’（Rn）に対してその合成禎が次の様に定義される事
　は良く知られている：テスト関数ψ∈D（Rn》に対し2n変数の関数
似sナtLs∈Rn．’t∈珊を考え，・れを用いて
　　　　くS＊T，9＞＝くT（t〕，　〈S‘‘｝，ψ（s十t）＞＞．
　S，Tの一方の台がコンパクトならこの定義は意味をもつが，ここでは簡単の
ためいずれも台がコンパクトと仮定する。S＊Tを境界値と考えるとき，その
定義関数としてのPoisson積分は，
　　　（S＊T）　（x，y）＝〈S＊T“⊃，Py　（x－t）〉
　　　　　　　　　　　　＝＝＜T〔t），〈S｛’⊃，Py　（x－s－t）〉〉
　　　　　　　　　　　　＝〈T（o．S（x－t，　y）〉・一・一・・①
であり，z→＋0のときD’（Rh）においてT（t，　z）→T〔t〕であるから
形式的に①は
　　　・一・S剛〉一∫，．S－一・・
においてz→＋0とした極限と考えられる。
　この示唆により，2つの境界値f（x），g（x）に対し
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　　　　　　　1・・…y・z・一∫，。一・一・t…一・②
を考える。z→＋0のとき1（x，　y．　z）がある調和関数に収束すれば，その関数
によって定義される境界値を合成積f＊gωと定義することになる。
　積分②を考えるために，定義関数ht（駕．y），i＝1，2に次の条件（＊）を要
請する：
　定数M＞0が存在して。lxlが十分大きいとき
　lhl（x，y）［≦Mlxl－n－llyl，lh2（x，y）1≦Ml’yl　（＊）
すなわちf（X），g（X）にはこの条件を満たす定義関数が存在するものと
仮定する。台がコンパクトな境界値にはこのような定嚢関数が存在することが証
明できる。
　さて．2を固定したとき．1（x，y．z）はR？．’iにおいて（x．y｝の局所可積分
関数であり，また平均Nの原理が成り立つ事もすぐわかるので，1（x，y，z）は
（X，　y｝の調和関数である。一方，yを固定したとき1（X、　Y，Z）が（翼，Z）の調和
関数であることも同様にしてわかる。この事から偏微分方程式
　　∂2　　　　　　　　∂2
　　　　1　　（X，y，　Z）窩　　　　　　　1　　（X，　y，　Z）
　∂y2　　　　　　　∂z2
が成り立つ。これを解くと
　　　　1（X・・y・・）－qi（・・￥＋・》＋q・（X・・y’Z）
ここでqg（x．の，　qt（x，のは解析的関数で，定義域はそれぞれR馳讐と
Rh’1である。2→＋0のとき
　　　　1　（X，y，Z）一一一→ql（X．y）十q2（X，y）
であり，これは広義一様収束であるから極限は（X，y）の醐和関数である。
そこで
　　　　f＊9　（x）　：［q1（翼，　y）十q2（x，　y）］
と定義する。
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　同様にy→＋0のとき広義一様に
1（x，y，　z》→q6（x，2）　十q2（x．－z）
であるが，この極限もやはりf＊g（X）の定義関数である。実際，
　　｛ql（x．y）十q2（x，－y）｝一｛q■（x，y）十q2（x．y）｝
　＝q2（x．－y）－q2（x，　y｝
　→q2（xo，　0）－q2（Xo，0）　　　（（x，y）→（xo．0））
　＝0
である。条件（＊）を満たす定数関数が複数ある場合，そのとり方に依らない
事は容易にわかる。
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